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  摘  要:  作为设计两带双正交滤波器组和子波的有效方法,提升方法(Lifting Scheme)已广泛应用于子波构造、自

适应子带编码等众多领域.本文利用三带提升方法构造了一类具有阻带零点抑制的三带双正交复内插子波. 阻带零点

抑制是比消失矩约束更为严格的设计条件,能够更有效地控制滤波器的阻带特性.不同于传统的滤波器组, 这类复滤

波器组和子波具有分割正负频率分量在不同通道的能力.
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Abstract:  As an efficient methodology to design biorthogonal filterbanks and wavelets, the lifting scheme has been widely ap2

plied to many fields such as construction of wavelets and design of adaptive subband coders.Utilizing the three2band lifting scheme, the

paper designs a novel family of biorthogonal interpolating complex wavelets with stopband zero suppression. The stopband zero suppres2

sion is a stricter design constraint than the vanishing moments, and can more effectively manipulate the stopband characteristics of fil2

ters. Unlike the traditional design, complex filterbanks and wavelets designed provide the ability to partition the positive and negative

frequency components into different channels/ subbands.
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1  引言

  近二十多年来,人们已经提出了很多子波和滤波器组的

构造方法.这些方法提供了丰富的子波类型和子波基, 两带子

波基尤其丰富, 如紧支撑正交子波[1]、半正交子波[ 2, 3]、双正

交子波[ 4, 5]、递归滤波器组[6]和平移正交子波等[ 7] . 这些子波

基的构造大多采用了频域设计方法. 1995 年, Sweldens [8, 9]提出

了一种新的时域设计方法 ) ) ) 提升方法. 这种设计方法在结

构化设计和自适应设计方面的突出优点弥补了传统频域设计

方法的不足 .它的优势体现为以下三点: ( 1)可以从一些简单

子波系统设计具有期望性质的子波系统, 提升滤波器的选择

不影响双正交性; ( 2)设计自适应滤波器组时,约束规划被简

化为无约束规划[11~ 13] ; ( 3)灵活的边界处理模式, 易于构造区

间子波[14] . 类似的思想也出现在其他文献中, 如文[ 9]中建立

的一般数据表示框架, 文[ 10]中的二维流形上的多分辨分析

等.这些应用以两带子波和滤波器组的设计为主. 文献[ 15]建

立了多维多带提升方法,三带提升方法是它的特例之一.

本文研究了用三带提升方法构造具有阻带零点抑制的复

内插滤波器组和子波.子波设计中, 传统设计约束 ) ) ) 消失矩

保证了高通滤波器在低频区的衰减. 对两带滤波器组实质上

保证了在整个阻带的衰减, 是一种有效的设计约束. 但对三带

情况, 消失矩没法保证整个阻带的衰减,为此我们引入了一种

新的设计约束 ) ) ) 阻带零点抑制:一个比消失矩更强的设计

约束, 能够保证高通滤波器整个阻带上的衰减. 利用三带提升

方法, 我们构造了一类新的三带内插复滤波器组和子波, 它们

满足阻带零点抑制设计约束并且具有简洁的表达形式.另外,

不同于传统的滤波器组,本文设计的三带复滤波器组由一个

低通通道, 一个在正高频区的高通通道和一个在负高频区的

高通通道构成, 因而具有把复信号中正负频率分量分割在不

同通道的优点. 这对雷达和声纳信号处理是有益的, 在这类应

用中, 正负的 Doppler频率具有不同的物理含义.

2  三带提升方法

  为描述上简洁, 我们采用多相位矩阵的演变来描述三带

提升方法, 三带提升方法是两带提升的一个直接推广. 提升过

程如图. 1 所示, 整个提升过程分为 3 步,每步中一个通道被

另外两个通道的输出修正. 它可以看成两带提升的直接推广

和多带提升[ 15]的一个特例. 当然,对于三带提升, 也可以考虑
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其他的提升模式,本文仅讨论图 1 所示的提升模式.

图 1  三带提升过程流图

定义 1 设{ hold
i , i = 0, 1, 2}和{gold

i , i = 0, 1, 2}构成一个

三带FIR双正交滤波器组, Hold ( z )和 Gold( z)是它们的多相位

矩阵,三带提升可以被描述如下:

Hnew( z)= T2( z) T1( z) T0 ( z ) Hold( z)

Gnew( z) = S2( z) S 1( z ) S0( z) Gold ( z)
(1)

T0( z)=

1 T01( z) T02( z)

0 1 0

0 0 1

, T1( z) =

1 0 0

T10( z ) 1 T12( z)

0 0 1

,

T2( z)=

1 0 0

0 1 0

T20( z) T21( z ) 1

, S0( z) = 2I - TH
0 ( z- 1) ,

S 1( z )= 2I - TH
1 ( z- 1) , S2( z) = 2I - TH

2 ( z - 1 )

Tij (e
j X) = E

n

t ij( n) e- jnX是复三角多项式, 滤波器 t ij ( n)称作

提升滤波器,上标 H 表示对矩阵中多项式系数取共轭和矩阵

转置.

可以看出三带的提升过程完全由 3 对提升滤波器确定.

容易验证: [ Si ( z ) ]HT i ( z ) = I 3, i = 0, 1 和 2, 因此, [ Gnew

( z) ]HH new( z )= I 3.三带提升是保持双正交性, 提升滤波器的

选择不影响滤波器组的双正交性, 既可以通过选择合适的提

升滤波器得到需要的滤波器组或子波, 也可以自适应选择提

升滤波器得到三带自适应滤波器组.

3  具有阻带零点抑制的双正交内插复子波

  子波变换用于连续时间信号处理时,初始化是 DWT 不可

或缺的预处理.简化预处理最直接方法是利用内插子波或内

插多分辨分析,内插性使得我们可以用连续时间信号的均匀

采样代替计算投影系数的数值积分 .由于不存在两带的紧支

撑正交内插子波,双正交内插子波变得非常具有吸引力 .两带

提升方法就是构造这类子波的有效工具之一[9] ,从两带/ Lazy

子波0出发,经过两带提升可以得到双正交内插子波. 下面利

用三带提升,用三带/ Lazy子波0作为初始滤波器组, 我们来构

造三带双正交内插子波.严格地说, 三带/ Lazy 子波0不是传统

意义下的子波,仅是一个完全重构的多速率采样系统, 其滤波

器组的 z2变换如下:

HLazy
0 ( z )= GLazy

0 ( z) = 1

HLazy
1 ( z )= GLazy

1 ( z) = z- 1

HLazy
2 ( z )= GLazy

2 ( z) = z- 2

(2)

/ Lazy子波0的多相位矩阵是单位阵,用它作为初始滤波器组,

经过三带提升后, 得到的新滤波器组的 z2变换如式(3)所示:

H0 ( z)

H1 ( z)

H2 ( z)

=

1+ z - 1T01 ( z
3) + z- 2T02( z3)

z- 1+ T10( z
3 )H0( z) + z- 2T12( z3)

z
- 2

+ T20( z
3
)H0( z) + T21 ( z

3
) H1( z)

(3)

显然, h0( 3n) = D( n) , D( 0) = 1, P n X 0, D( n) = 0, 尺度滤波

器是内插滤波器. 对偶滤波器组的 z2变换如式(6)所示:

G0( z)

G1( z)

G2( z)

=

[ 1+ T10( z
- 3)T01( z- 3) ] - z- 1T10( z- 3) - T20 ( z

- 3) G2( z )

z- 1+ T01( z- 3) - T21( z- 3) G2( z)

z - 2- [T02( z- 3) - T12( z- 3) T01 ( z
- 3 ) ] - z- 1T12( z- 3)

(4)

在滤波器组设计中, 除了双正交性外, 滤波器组的频率响

应也是一个重要的考虑指标. 在 M带滤波器组和子波设计

中, 人们利用正则阶和消失矩来控制滤波器组的频率特性、逼

近阶和光滑性. 在两带情况,前者决定了尺度滤波器的通带平

坦性、阻带衰减和多分辨分析的逼近阶;后者控制了高通滤波

器的阻带衰减. 这些都是通过在特殊频率点约束高阶零点实

现. 然而对 3带以及更一般的M带( M> 3)滤波器组, K2阶消

失矩等价于w= 0是子波滤波器的 K2阶零点, 仅仅控制了低

频区的衰减而不是整个阻带.另外,对于三带的复滤波器, 我

们希望它们能够有效的处理复信号, 特别是希望它们能够分

割正负频率分量在不同的通道里, 这点对雷达和声纳信号处

理是重要的, 因为正 Doppler 频率和负 Doppler 频率具有不同

的物理含义. 为此,我们希望三带复滤波器组的幅频响应接近

  图 2  理想的三带复滤波器组的

频率响应

如图 2 所示的理想三带

复滤波器组. 在图 2 中

H0 是低通滤波器, H1 在

正频率区域的高通滤波

器, H 2 是在负频率区域

的高通滤波器. 然而, FIR

滤波器不能达到这样的

频率响应, 为此,对 H1 我

们通过在 X= 0, 4P/ 3 强

制高阶零点抑制低频分量和负高频分量;对 H2 通过在 X= 0,

2P / 3 强制高阶零点抑制低频分量和正高频分量. 我们称这一

设计约束为阻带零点抑制( Stopband Zero Suppression) .

定义 2(阻带零点抑制)  一个三带滤波器组( H0, H1 , H2)

是 K 阶正则和K 阶阻带零点抑制的, 如果它的频率响应满

足:对于 k= 0, 1, , , K- 1和 p= 0, 1, 2

    

H ( k)
0 (

2p
3
P )= cD( p) D( k)

H ( k)
1 ( 0)= H ( k)

1 (
4
3
P) = 0, H1(

2
3
P ) X 0

H ( k)
2 ( 0)= H ( k)

2 (
2
3
P) = 0, H2(

4
3
P ) X 0

(5)
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c 是一个非零常数, H ( k) ( X)表示 H( X)对 X的k 阶导数.

我们知道,两带的内插滤波器组可以用 Dubuc 滤波器或

Largrange插值公式给出简洁的表达形式.那么, 具有阻带零点

抑制的三带内插复滤波器是否也有类似的简洁表达式呢? 这

对滤波器组的设计和分析非常关键 .下面的两个定理很好地

回答了这一问题.首先, 我们引入提升滤波器矩的概念. 定义

提升滤波器的 k 阶矩为:

vij( k) S E
n

nkt ij( n) (6)

提升滤波器的矩和它在一些特殊频率点上的导数密切相关,

在后面两个定理的证明中将用到这一重要关系.

定理 1 式(3)中的内插滤波器组{H0, H1, H2}是 K 阶正

则和K 阶阻带零点抑制的, 当且仅当提升滤波器的矩满足:

对 k= 0, 1, 2, , , K- 1

v01( k) = ( -
1
3

) k, v02( k)= ( -
2
3

) k

v10( k) =
A2 - 1

3
(

1
3

) k , v12( k) = - A2( -
1
3

) k

v20( k) = -
1
3

(
2
3

) k , v21( k) =
A

1- A2(
1
3

) k

(7)

其中 A= exp( j
2
3
P) .

事实上,条件式(7)也可以写成一个统一的表达式

vij ( k)= Hij (
i - j

3
) k (8)

Hij是一组非零复常数. 定理 1的证明在附录 1 中给出.

下面的定理 2 给出了对偶的性质, 即当滤波器组 {H0 ,

H1 , H2}是 K 阶正则和K 阶阻带零点抑制时,对偶滤波器组具

有同样的性质.

定理 2 当提升滤波器满足条件(7)时, 对偶滤波器{G0 ,

G1, G2}是 K 阶正则和K 阶阻带零点抑制的.

定理 2的证明见附录 2. 因此三带内插复滤波器组的设

计可以通过使提升滤波器满足 (7)的线性方程组实现. 条件

( 7)同时保证了滤波器组和它的对偶满足正则性和阻带零点

抑制设计约束.另外, 从定理 1 和定理 2 的证明中, 我们可以

看出两个高通滤波器在通带中心周围也是 K 阶平坦的.

推论 1  当提升滤波器满足条件 (7)时, 高通滤波器 H1 ,

G1 和H 2, G2分别在通带中心 X=
2
3
P和

4
3
P 是K 阶平坦的,

即对 k= 1, 2, , , K- 1

dk

dXk | H1 ( X) | 2

X= 2
3 P

=
dk

dXk| H2( X) | 2

X= 4
3 P

= 0

dk

dXk | G1( X) | 2

X= 2
3 P

=
dk

dXk | G2( X) | 2

X= 4
3 P

= 0

(9)

从两个定理的证明中,我们可以得到四个滤波器在通带中心

的 1到 K- 1 阶导数的表达式, 然后利用两个函数乘积的二

项式求导公式,可以证明这个推论. 例如从 H ( k)
1 (

2
3
P ) = ( -

j ) k( A2- 1) , �H ( k)
1 (

2
3
P) = jk (�A2- 1) ,

 
dk

dXk | H 1( X) | 2

X= 2
3 P

= E
k

l= 0
Ck

lH
( l )
1 (

2
3
P)�H ( k- 1)

1 (
2
3
P)

= | A2- 1| 2 E
k

l= 0C
k
l ( - j ) l k- l = 0

4  三带双正交内插复滤波器组和子波的例子

  按照定理 1,提升滤波器满足式( 7)或( 8)的线性约束时,

式(3)和(4)的双正交插滤波器组满足 K 阶正则和K 阶阻带

零点抑制的设计约束. 我们考虑最短支撑的提升滤波器, 即支

撑长度正好等于线性约束的数目 K, 不妨设支撑集为 {m, m

+ 1, , , m+ K- 1}, 求解线性方程组,得到提升滤波器为:

t ij( n)= Hij E
m+ K- 1

k= m, k Xn

3k- i+ j
3( k- n)

, n= m, m+ 1, , , m+ K- 1

(10)

这一结果是相当漂亮的.表明了提升滤波器正好等于一个复

常数 Hij乘以三带 Dubuc插值滤波器, 可以通过 Largrange 插值

公式求得. Dubuc滤波器在子分方法(Subdivision Scheme)、两带

内插子波中其起着重要的作用. 一般情况下, 双正交内插滤波

器组常常产生双正交内插子波系统, 子波基的光滑性与正则

阶和尺度滤波器的频率响应有关 .为了使得子波基比较光滑,

提升滤波器 t ij的支集中心应接近插值点 n = i, 这样, 支撑集

左端点应满足: m= [ -
K- 1

2
-

j - i
3

] , [ x ]表示最接近 x 的整

数. 另外,为便于分析滤波器组的频率响应, 对滤波器组进行

如下得规范化处理:

H*
0 ( X)=

1
3
H 0( X) , G*

0 ( X) = 3 G0( X) ,

H*
1 ( X)= H1( X) , G*

1 ( X)= G1( X) ,

H*
2 ( X)= 3H 2( X) , G*

1 ( X) =
1

3
G2( X) .

按照定理 1 和 2中得证明过程, 规范化后得滤波器组的幅频

响应在其通带中心具有相同的幅度 3.

 图 3  四阶双正交内插复滤波

器组的幅频响应

例如对于 K = 4 规范化

后滤波器组的频率响应如图

3所示. 可以看出, 滤波器组

具有较高的阻带旁瓣, 这是

许多应用中不希望出现的.

导致这种结果的原因除了提

升结构本身的限制外, 一个

明显的原因是控制阻带特性

的两个高阶零点距离较远,

因而在两个阻带零点之间的

区域形成了阻带旁瓣. 进一

步压低阻带旁瓣可以通过增

加提升滤波器的长度用剩余

的自由度实现.方法包括:数

值优化法和附加零点法. 限

于篇幅, 通过一个简单的例

子演示以下附加零点法. 如

图 3 所示, 对偶尺度滤波器

在 X= P 出现了阻带旁瓣, 为此通过加长提升滤波器导 t 10在

X= P 增加一个零点. 如图 4 所示, 对偶尺度滤波器的阻带旁
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瓣被明显压低.系统地讨论抑制阻带旁瓣仍是一个重要而有

意义的问题.

图 4  具有附加零点抑制的对偶低通滤波器

另外,子波系统的光滑性也是一个重要设计指标, 子波基

的光滑性由尺度函数和对偶尺度函数的光滑性确定, 可以

Sobolev指数[ 16]描述. 对于上面设计的最短支撑的滤波器组,

相应子波的 Sobolev 指数如下:对 K= 1, 2, 3 和 4, 尺度函数的

Sobolev指数分别是 110, 210, 119087 和 217105, 而对偶尺度函

数的 Sobolev指数分别是11 0, 110274, 017105 和 110211.对偶的

低 Sobolev指数主要由高阻带旁瓣引起. 例如图 4 中低阻带旁

瓣的对偶尺度函数 Sobolev 指数达到 210178.

5  结论

  利用三带提升方法, 本文设计了一类具有阻带零点抑制

的双正交内插复滤波器组和子波.不同于传统的滤波器组,本

文设计的三带复滤波器组由低通通道、正高通通道和负高通

通道三个通道构成,从而这样的子波系统具有分割正负频率

分量在不通通道或子带的能力. 这对复信号的处理和一些应

用是非常有用的.并且给出了具有最短支撑的这类滤波器组

的显式表达,对压低阻带旁瓣的方法进行了初步的讨论 .阻带

零点抑制是比消失矩更为有效的设计约束, 这一设计约束也

可以用于三带实内插子波的设计.

附录 1:定理 1 的证明

按照式(3) , H0( X) = 1+ e- jXT01( e3jX) + e- 2j XT02( e3jX) . 设

A= exp( j
2P
3

) ,由于

dk

dXkTij( e3j X)
0, 2

3 P,
4
3 P

= ( - 3j) kvij ( k)

我们有:

 H
( k)
0 (

2q
3
P) = D( k) + ( - 3j)

k
A

- q E
k

p= 0 c
p
k [ (

1
3

)
p
v01 ( k - p )

+ A- q(
2
3

) pv02( k- p ) ] (11)

由 K2阶正则,在
2
3
P,

4
3
P 处 H0 ( X)直到 K - 1 阶导数为零,

因此对于 k= 1, , , K- 1

1 A- 1

1 A- 2

E
k

p= 0
Cp

k(
1
3

) pv01( k- p )

E
k

p= 0C
p
k(

2
3

) pv02( k- p )
=

0

0

由于系数矩阵非奇异,方程组只有零解. 即对 k= 1, , , K- 1

E
k

p= 0C
p
k (

1
3

) pv01( k- p) = E
k

p= 0C
p
k (

2
3

) pv02( k- p) = 0

结合 k= 0的情况(从那可以得到 v01 (0) = v02(0)= 1) ,得到对

k= 0, 1, , , K- 1

v01 ( k) = ( -
1
3

) k, v02( k) = ( -
2
3

) k (12)

把式(12)带入式( 11) , 得到:对 k= 0, 1, , , K- 1, H ( k)
0 (0) =

3D( k) .

进一步, 当 H1( X)是 K 阶阻带零点抑制时

H ( k)
1 ( 0)

 = ( - 3j) k [ (
1
3

) k+ 3v10( k)+ E
k

p = 0
Cp

k(
2
3

) pv12 ( k- p) ] = 0

H ( k)
1 (

4
3
P )

  = ( - 3j) A
- 2

[ (
1
3

)
k
+ A

- 2 E
k

p= 0C
p
k (

2
3

)
p
v12( k- p) ]= 0

解上面的方程组得到对 k= 0, 1, , , K- 1

v10( k)=
1
3

(A2 - 1) (
1
3

) k , v12( k) = - A2( -
1
3

) k (13)

进一步可以得到对 k= 0, 1, , , K- 1, H ( k)
1 (

2
3
P) = ( - j) k ( A2

- 1) .

类似地, 由对 k= 0, 1, , , K- 1, H ( k)
2 ( 0) = H ( k)

2 (
2
3
P ) =

0, 可以得到

v20 ( k)= -
1
3

(
2
3

) k , v21( k)=
A2

1- A2 (
1
3

) k (14)

和 H ( k)
2 (

4
3
P) = ( - 2j) kA2.

反之,容易验证当式( 12) ~ ( 14)成立时, 滤波器组{H0,

H1, H2}是 K 阶正则和K 阶阻带零点抑制的.

附录 2:定理 2 的证明

由式 ( 4) , G2 ( X) = e- 2jX- T02 ( e- 3jX) + T12 ( e- 3jX) T01

( e- 3j X) - e- jXT12( e- 3j X) .因此

G( k)
2 (

2q
3
P) = ( - 2j) kA- 2q - (3j) kv02( k)+ E

k

p = 0C
k
p[ (3j) k

# v12( p ) v01 ( k- p) - ( - j) pA- q (3j) k- pv12( k- p ) ]

把式(12)~ ( 14)代入经化简得: G
( k)
2 (

2 q
3
P) = ( - 2j)

k
[ A

- 2q
- 1

- A2+ AqA2] .

因此, 对 k= 0, 1, , , K- 1, G( k)
2 (0)= G( k)

2 (
2
3
P) = 0并且

G ( k)
2 (

4
3
P) = ( - 2j) k [2A2- A- 1] (15)

由式(4)和式( 15)的结果 ,

G( k)
1 (

2q
3
P) = ( - j) kA- q- ( - j) k- D( q- 2) E

k

p = 0C
p
k(3j) p

 #(
1
3

) p A2

1- A
( - 2j) k- p (2A2- A- 1)

= ( - j) k[ A- q- 1- D( q- 2) ( A- 1) ]

因此, 对 k= 0, 1, , , K- 1, G( k)
1 (0)= G( k)

1 (
4
3
P) = 0并且 G( k)

1

(
2
3
P )= ( - j) k( A2 - 1) .

类似可以得到当式( 12) ~ ( 14)满足时,对 k= 0, 1, , , K- 1

G( k)
0 (

2
3
P) = G ( k)

0 (
4
3
P) = 0, G( k)

0 (0) = D( k)
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